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TEMA 3 — RESOLUCION DE SISTEMAS MEDIANTE
DETERMINANTES

3.1 - DETERMINANTES DE ORDEN 2

3.1.1 — DEFINICION: El determinante de una matriz cuadrada de orden doss un niimero que se
obtiene del siguiente modo:

a a a a
A:( " lzdeet(A)ZIAlz U F A - aca

a1 QA

ay; Qap

2
Ejemplo: 3 41‘ =24-(-1).3=8+3=11

3.2 - DETERMINANTES DE ORDEN 3

3.2.1 — DEFINICION: El determinante de una matriz cuadrada de orden trees un nimero que se
obtiene del siguiente modoRégla de Sarrus)

a1 &2 Q3 a1 A2 A3
A=lay ay axp|=>DetA=|Al=a axp ax
d3; 4z» 4ags dg; 4gp Aags

= [A11.802.883+ 12.803.881+ 1.862-&13] — [An3.B2. 31+ A12.B1.383+ B3.32-3u1]

Factores con el Factores con
signo cambiado su signo
1 2 -
Ejemplo:[2 4 -1=[143+2(-1).2+ 20.(-3)]-[-34.2+ 223+ (-1).01]=
2 0 3

= [12-4+0]-[-24+12+0] = 8+12 = 20
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3.3 — PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

1. El determinante de una matriz coincide con el deaspuesta: |A] = [A

7 4
|A = =77+20=97
-5 1 t
. =|AHA"|
|AY |= =77+20=97
4 11

2. Siun determinante tiene una linea (fila o colundeageros, entonces su determinante es cero.

‘0 3:0.6—0.720
7

3. Si permutamos dos filas (o dos columnas) de unaznsti determinante cambia de signo.
3 17
IAE]2 4 8=[349+ 267+ 518]-[547+ 368+ 219
56 9
7 1
|IBI=|8 4
9 6
Los sumandos son el mismo pero con el signo cambia{B|=-|A|

= [745+ 863+ 9.1.2] - [94.3+ 762+ 8.15]

4. Siuna matriz tiene dos filas (o dos columnas)lggiasu determinante es cero.

4 1
=411-114=0
4 1

5. Si multiplicamos cada elemento de una fila (o de emlumna) de una matriz por un namero, el
determinante de esa matriz queda multiplicado pemémero.

54 5. _54 9
3 11 13 1

Por tantda.A| =a".|A| siendo “n” el orden de la matriz A. (dnde cada fila)

6. Siuna matriz tiene dos filas (o dos columnas) prapnales, su determinante es cero.

60 6
=60.7-670=0

70 7

7. Siunafila (o columna) de una matriz es suma &g slodeterminante puede descomponerse en
suma de los determinantes de dos matrices, deésigumodo:

a+a b |a N a b
c+¢c d [c d |c d
Por tantgA + B|# |A| + |B|
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8. Siaunafila (o una columna) de una matriz seifessuna combinacion lineal de lineas
paralelas, el determinante no varia.

a b+ka |a +ak_ab
c d+ka |c d [c ka

c d
9. Siuna matriz tiene una linea que es combinaci@alide las demas paralelas, entonces su
determinante es cero (y reciprocamente)

1 2
(FR=2R-F)=|2 3 4=[15+ 24 +24]-[27+16+20] =63 -63=0
3 4

c d

B

ab‘

10.El determinante del producto de dos matrices es @uyroducto de sus determinantes:
|A.B| = |A].|B]

Por ejemplo: A 2.5 B = 17
BmPO:A97 20) 7 FT(-2 4

-8 34
AB= = |A.B| =-1032 + 1122 = 90
-33 129

IA|I=40-35=5; |B|=4+14=18|A].|B|=5.18=90

11.El determinante de una matriz triangular es el pcomide los elementos de la diagonal
principal
2 3
0 =24-03=24

Nota:
[1] [1]=1
21 AAT=1 = JAAY = |I|I= JALIAY = 1= |AY = 1A

RESUMEN PRACTICO:

Operaciones con determinantes:

|0|=0

[1]=1

| Matriz triangular | = Producto de los elementesaddiagonal principal
A7 = |A|

|A™ = 1A

|A + B|# |A] + |B]

lo.Al =a"|A| (siendo “n” el orden de la matriz)

|A.B| = |A.B|
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Un determinante es nulo si:
- Unalinea (fila o columna) es nula.
- Dos lineas paralelas iguales
- Dos lineas paralelas proporcionales
- Unalinea es combinacién lineal de las lineas pkasah ella.

Otras:
- Siintercambiamos dos lineas paralelas el detenteraambia de signo

F,=F+3R=|]=||

1
F, =3F, +4F, = | |=§| |
a

+
d

3.4 — DETERMINANTES DE ORDEN CUALQUIERA

a+d b
c+c d

a b
¢ d

3.4.1 — DEFINICION: El determinante de una matriz n x n es el resultsdsumar todos los posibles
productos de n elementos uno de cada fila y ureada columna, con su signo o con el signo
cambiado segun un cierto criterio.

3.4.2 — OTRAS DEFINICIONES:
M; = Matriz Complementaria de g : Matriz que se obtiene al suprimir la fila i y lalemna j
a; = Menor complementario de @ : Determinante que se obtiene al suprimir la fifda columna j

i+

Aj = Adjunto del elemento g : (-1)
al suprimir la fila i y la columna j)

.0jj (signo del elemento por el del determinante gueldiene

Menor de orden r. Determinante que se obtiene al seleccionars filacolumnas de la matriz

Ejemplo: A=

~N AR
© 0N
© o w

2 3
Matriz complementaria del elementq a My; = (8 9]

2
Menor complementario del elementq ad»; = ‘8 j =18-24=-6

2
Adjunto del elementoza: Azi= (-1¥* 01 = (-1 ‘8 Z‘ =-[18-24]=6

1 21 5
Menores de orden 2: , , -
4 4 7 9
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3.4.2 - DESARROLLO DE UN DETERMINANTE POR LOS ELEME NTOS DE UNA LINEA

Si los elementos de una fila o columna de una matiddrada se multiplican por sus respectivos
adjuntos y se suman los resultados se obtienegtaininante de la matriz inicial. Se dice entonces
gue el determinante esta desarrollado por los elemele una linea.

Q1 Ao 3
Ay Aoy Aogl = 1A+ B2 A2 + B3 Az =

dz; dagp asgz

- A2 A3 I a1 A3 \3 a1 42

a(-1) " ag, agy t @2 -1y ag; agy T as (17 a3; a8z
a2 A3 a1 A3 a1 A2
Bllag, agg T F2jay; agy TA jag; ag

3.4.3 - METODO PARA CALCULAR DETERMINANTES DE ORDEN CUALQUIERA

Desarrollando por los elementos de una fila o columa (por ejemplo, por la primera fila)
& A Q3 - Ay

=a, A A A tagAtata Ay

Nota: Si conseguimos que una fila o columna tengados sus elementos menos uno nulos, el
desarrollo sera mas corto.
F,=FR+3R=|]=|

(Para ello haremos ceros en filas o columnas,ridoien cuent 1)
F, =3F, +4F, = | |:§| |

desarrollo po desarrollo por
12 columna 12 columna
Y AN o W W
Ejemplo: > 4 =lo o 3 3=l (; g =1 8 g =
37 I O 1 8
® 2afila por (-3) + 12 fila _ _
® 22 fila por —2) + 32 file = AL = Sl
33
= (_1)'(_14 9 3‘ =

-18
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3.5 - EL RANGO DE UNA MATRIZ A PARTIR DE SUS MENORE S

El rango de una matriz es el maximo orden de sumras no nulos.

ALGORIMO PARA CALCULAR EL RANGO DE UNA MATRIZ

® El rango de la matriz nula es 0.

® Sila matriz A no es nulang(A) = 1.

Si el determinante de alguna matriz cuadrada > | En caso contrario rang(A) = 1
de orden dos es distinto de ceang(A) = 2.

® Se afladen a la matriz anterior todas las filas y
columnas posibles para formar matrices de
orden 3.

* Sjel determinante de alguna matriz En caso contrario rang(A) = 2
cuadrada de orden tres distinto de cer

® Se afiaden a la matriz anterior todas las filas
y columnas posibles para formar matrices de
orden 4.

_>| En caso contrario rang(A) =
® Si el determinante de alguna matriz cuadrada de
orden cuatro es distinto de caang(A) = 4
I > Y asi hasta que no sea posible continuar

3.6 — TEOREMA DE ROUCHE FROBENIUS

TEOREMA: Dado un sistema de ecuaciones lineales con m @tggcy n incognitas:
11X tagoXo taigXg +..a1 Xy = bl
ap1Xy +appXp +a3X3 +..8nXp =by

amiX1 * 8m2X2 +8m3X3 *..8mnXp = b
Llamamosmatriz del sistemaa la matriz, A, formada por los coeficientes deitedgnitas
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a1 a2 a3 ... QA
a,; a a3 ... a
A= |82t 822 32 2n
am 8m2 8m3 -+ 8mn
Y matriz ampliada, A’, a la matriz del sistema ampliada con los iéos independientes
a1 A2 a3 ... Qg bl
A= | 821 822 83 .. B | by
ami @m2 @m3 - @mn | bm

Sirango A =rango A" = N° Incognitas= Sistema Compatible Determinado
Si rango A =rango A’# N° Incognitas=> Sistema Compatible Indeterminado
Sirango A#rango A’ = Sistema Incompatible

3.7 — REGLA DE CRAMER

TEOREMA: Dado un sistema de ecuaciones linealesncecuaciones y n incognitas

811Xy t X +aygXg +..a;mXp =by a1 2 a3 . A
p1X1 +8ppX2 +8z3Xg +..8znXp =Dy A= | 321 82 @23 . A
amXy +ap2Xy +angXg +..annXp = by am  apn2 @p3z - Anp
ag; a2 a3 an by
a a a a b
ZLixg +| 722 x| T2 Xat oo | TV X = | 2| = Axa + Ao+ Axat ... + AX, = B
am an2 an3 ann bn

Si el determinante de la matriz del sistema dmttisde cero|A| # 0= Rango A = Rango A’ = N° de
incégnitas= El sistema es compatible determinadyg por tanto tiene una Unica solucién que se
puede hallar del siguiente modo.

B A, Az .. A A B Az .. A A1 A, A3 ... B
X1=| 2 As n|’X2:|l 3 ”|,....,xﬂ:|l 2 As |
|A] |A] [A]

3.8 — SISTEMAS HOMOGENEOS

Se llamahomogénecel sistema de ecuaciones cuyos términos indepaedison todos cero.

Se caracteriza por las dos propiedades siguientes:
- Un sistema homogéneo tiene, con seguridad, leigol x = 0, % =0, % = 0,.... Por eso se le llama
solucion trivial.
- Para que un sistema homogéneo tenga otras sodscies necesario y suficiente que:
Rango A < N° Incégnitas.
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3.9 — DISCUSION DE SISTEMAS CON PARAMETRO.

Si el sistema tiene @hismo namero de ecuaciones que de incognitas.

- Se calcula el determinante de la matriz de losiceetes y se iguala a cero.
- Se resuelve la ecuacion

- Un caso més que valores del parametro del apaataedor.

o CASO I: SidJR —{&, &,...} = |A|# 0= Sistema Compatible Determinado y se
resuelve por Cramer (Queda el resultado en furadgbparametro.

o0 CASO II: a=a= Se sustituye la “a” por el valor de;"& se resuelve aplicando el
teorema de Rouché Frobenius (Se hace Gauss yuskaesbs rangos)

Si el sistema tiendistinto nimero de ecuaciones que de incognitasg resuelve por Rouché-
Frobenius (Gauss)

- Se ordenan las ecuaciones llevando el parameimasoabajo y a la derecha posible.

- Se hacen ceros debajo de la diagonal principalfsun rectangulo de ceros se continua
haciendo ceros)

- Seigualan, por separado, los elementos de |lamhgocero.
- Un caso més que valores del parametro y se estlodiaangos.

3.10 — CALCULO DE LA INVERSA DE UNA MATRIZ POR
DETERMINANTES

® La matriz cuadrada A tiene inversa si y solo sij# 0

® Dada la matriz cuadrada A, se llama matriz adjdetd y se representa ad]
(A), a la matriz que se obtiene al sustituir cdéanento j; por su adjunto j.
2 -2 2
Ejemplo: Dada la matriz (A) 2 1 0], su adjunta seria:
3-22

1

adj(A) = |

I
N NN NP
ON NN NO

NN WN WN
oN NN NO
|
NN WN WN
-

N NN N
I
7~ N\

I

8
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. .. -1 .
Se cumple que si | A0 entonces la matrlz inversa Aes igual a:
11

A=A adj(A) = ‘|A| [adj(A)]

2 -2 2

Ejemplo: Dada la matriz A %2 1 OJ , pretendemos encontrar su inversa:

3-22
La matriz A tiene inversa ya que det(A) = # R

2 —4
Ya hemos visto que: ad] (A)% 0 -2 —%
-2 4 6

2 0 -2
Entonces: [adj (AJ)]= | 4 -2 4
-7 -2 6

1 2 0 -2 -1 0 1
Por lo tanto: Al—lAl[adj A]' =754 -2 4= 2 1-=2
-7 -2 6 1

9



