Temas 6 y 7 — Rectas y planos en el espacio- Métasdl — 2° Bachillerato

TEMAG6Y 7-RECTAS Y PLANOS EN EL ESPACIO
ECUACIONES DE LA RECTA

Para hallar la ecuacion de una recta en el espacigsito:
* Dos puntos
* Un punto y su vector director

Nota: Nosotros utilizaremos siempre un puntosd6o) y un vectorv = (a,b,c).
Si me dan dos puntos A{Xo,20), B(X1,Y1,21) = Tomaremos uno de los mismos 4{%,2,) y como

vectorv = AB = (Xi- Xo, Y1 — Yo, Z1 — %)

Ecuacioén vectorial: (X,y,2) = (%,Y0,20) + k.(a,b,c) OkOR

X =X, +ka
Ecuaciones paramétricas:y =y, + kb OkOR
z=12z,+kc
y: . X=X - zZ—-7
Ecuacion continua: 0o =Y Yo _ 0
a b o

Ax+By+Cz+D, =0

Ecuacion implicita (como interseccion de dos planiis
A,x+B,y+C,z+D, =0

Ejemplo 1 : Halla las ecuaciones de la recta que pasa poslpuntos P(1,0,-1) y Q(2,1-3)

Vector: PQ=Q-P= (21,-3) - (10-1) = (11-2)
Ecuacion vectorial: (x,y,z) = (1,0,-1)x:(1,1,-2) OAOR

{Punto: PL0,-1)
r:

X=1+A
Ecuaciones parametricasy = OAOR
z=-1-2A
- +
Ecuacion continua:x—:L =% = 2—21
X=1= x-y=1
Ecuacion implicita: y - y
-2x+2=z+1 -2x-z=-1

Ejemplo 2: Hallar dos puntos y un vector de las siguientesectas:
t=0= PR,(2,0,-1)

a) (x,y,2) =(2,0,-1) +1.(1,2,3) Puntos:{t -1 P,(3.2,2) Vector: (1,2,3)

X=1+A
A=0=PR/(1,0,3)
b) sy =-A Puntos: Vector (1,-1,-4)
A=1=PR,(2,-1,-1)
z=3-4A
P(-1,1,-2)
+ - +
c) x+1 =Y 1 =z 2 Puntos 1 Vector (2,4,3)

2 4 3 Xx=0=> Pz(o13"§)
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d){x+2y+z=3 (1 2 1‘3]2(1 2 1‘ 3j:{x+2y+z:3
2X-y+3Z=4 2 -1 3|4 0 -51|-2 -Sy+z=-2
y=a X =5-7a PUNtos {Pl (50,-2)
z=50-2 -y =a - P,(-213)
X=3-20+2-50 z=50-2 Vector: (-715)
. J ”
Nota: Otra forma de hallar el vec 2 1=(7-1-5
-1 3

ECUACIONES DE UN PLANO

Para hallar la ecuacion de un plano en el espadesito:
* Tres puntos
* Un punto y dos vectores directores

Nota: Nosotros utilizaremos siempre un punto,d6,) y dos vectore§/ 1= (a,b,¢), :/2 = (a,h,,0,)
Si me dan tres puntos AfYo,2), B(X1,Y1,21), C(X,Y2,22) = Tomaremos uno de los mismos 4, 2o)

y COmo vectores/ 1 = AB = (X Xo, Y1 — Yo, 21 — %)
V2= AC = (X Xo, Yo — Yo, 22 — %)

Ecuacion vectorial: (X,y,2) = (%,Y0,20) + S.(a,b1,¢1) + t. (&,b1,¢1) Os,tOR
X=X,+sa +ta,
Ecuaciones paramétricas<y =y, + sb, +tb, Os,tOR
z=12,+sC, +1c,
Ecuacion implicita o generallAx + By + Cz+ D = 0=
X=Xo ¥Y~=Yo Z77%4
a b, c, |=0 > Ax+By+Cz+D=0
a'2 b2 CZ
Vector normal =n = (AB,C) = v 1X (/2 (Es perpendicular a los dos vectores directores)

Nota: Si conocemos el vector normal y un punto pumehallar directamente la ecuacion general del
plano. Del vector normal conocemos A, B y C ; gustituimos el punto hallamos D.

Ejemplo 3: Hallar las ecuaciones del plano que pasa por Igsintos A(0,1,-1), B(2,3,-5), C(1,4,3)
Punto: A (01-1)

v, =AB = (22-4)

—_—

T
Vectores {

v, =AC = (134)
Ecuacion vectorial(x,y,z) = (0,1,-1) + s.(2,2,-4) + t.(1,3,4) Os,tOR
X=X+t
Ecuaciones paramétricasy =1+ X5+ 3t Os,tOR
z=-1-4s+4t

Ecuacion implicita o generahx + By + Cz+ D=0
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X y-1 z+
2 2 -4|=0 = 20x — 12(y-1)+4(z+1) = & 5x-3y+z+4=0
1 3 4

Ejemplo 4: Hallar dos punto, dos vectores y el vector normal

= (1,2,3) A(4,5,6) 41(1,0,3 puntos 1123
a)(X,Y,Z)—(H) (!’)-iu(”) unto )\:O’uzl_)Pz(leﬁ)

v, (456)
Vectores: v_; 103)
n=v,xv, = (L5-6,-5)
X=1+2\ +11 v, (22-0)
b) {y =2\ —p Puntos:{Pl(l’o'?)) Vectores:{ v, (1-10)
SN A=0,u=1- P,(2-13 F =YXV = (~1-1-4)
XV,
C)x+2y—z=4 z=x+2y-4  Puntos: P(0,0,-4), Q(1,1,R1,0,-3) n(L2-1)
v, =PQ= (113)

—

Vectores{ _
v, =PR= (101

Ejemplo 5: Hallar la ecuacion del plano, cuyo vector normaes (1,2,3) y pasa por el punto (2,0,4)
X+2y+3z+D=0

=>X+2y+3z-14=0
2+2.0+3.4+D=0=>D=-14

EJERCICIOS REPASO RECTAS Y PLANOS

Ejercicio 6 : Halla las ecuaciones paramétricas de los ejes deordenadas

| P, (000) [Pto:P, (000) X=A
Eje OX = . =<:y=0 [0OAOR
P, 100)  |Vector: PP, = (10,0) =0
x=0
P, (000) Pto: P, (00,0)
oy = - =<y=A [OAOR
P, 010)  |Vector: PP, = (010) =0
) x=0
Eje OZ = — =4qy=0 [OAOR
P, 00D  |Vector:PP, = (000) |, _,
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Ejercicio 7 : Escribe todas las ecuaciones de la recta que pgsor los puntos A(-3,2,1) y
B __5§ 0
2 2
Punto: A(-321)
— 5 3 1 1
Vector: AB=|-—+3—--20-1|=|=-,——,-1 -1-2
-2+33-20-1)=(3 -3 1) la-1-2
Ecuacion vectorial: (x,y,z) = (-3,2,1)M(1,-1,-2) [DAOR
X==3+A
Ecuaciones parametricasy =2-A [CAOR
z=1-2\
Ecuacion continua?( *3 =¥~ 2 =Z -1
-1 -2
-x=-3=y-2 Xx+y=-1
~2x+-6=2z-1 |2x+z=-5

Ecuacion impll'cita:{

Ejercicio 8 : Comprueba si existe alguna recta que pase pordguntos P(3,1,0),Q(0,-5,1), R(6,-5,1)

Método: Hallamos la recta que pasa por P y Q, yprobramos si R pertenece a la recta.

Punto: P(310) x-3_ y-1_z
Recta que pasa por Py . =2 =7 ===

Vector: PQ=(-3-61) - -6 1
Comprobamos si el punto R la cumpﬁe%3 = i;l = :_1L = -1=1=1= Falso.

No existe ninguna recta que pase por los punt@syPR a la vez.

Ejercicio 9 : Halla todas las ecuaciones de la recta que paser el punto A(-4,2,5) y es paralela al
eje OZ.

Punto: A(—4,25)

. P, (000)
VectorejeOZ
PZ (0,0,l)

Ecuacion vectorial: (x,y,z) = (-4,2,5)X:(0,0,1) OAOR
X=-4

= v(001)

Ecuaciones parametricasy = 2 OAOR
z=5+A

+ p— p—
Ecuacion continua?( 4 = yO 2 =z 1 5

X+4=0
y-2=0

Ecuacion impll’cita:{
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Ejercicio 10 : Escribe todas las ecuaciones de la recta que pgsor el punto P(1,-3,0) y paralela al
vector uxv, siendou(l,- 1,2),v(2,0,0)

Punto: A (1,—30)
i ]k
Vector:uxv=I1 -1 2= (042)](021)
2 0 0
Ecuacion vectorial: (x,y,z) = (1,-3,0)x:(0,2,1) OAOR
x=1
Ecuaciones parametricasy = -3+2\A AR
Z=A
y +3

Ecuacion contlnua— =

-z
1
e =1
Ecuacion |mpI|C|ta{ {
—-27=-

Ejercicio 11:
x-y=0
a) Halla el vector director de la recta determinadgor los planos{ +y 5
y+z=

Modo 1: Pasando a paramétricas: ¢,x =a, z =2 -a = v(1,1,-1)

> —

]k
Modo 2: Perpendicular a los vectores normales sldds plano -1 0=(-14-1)
0 1 1
Nota: Son paralelos, vale cualquiera de los dos.
b) Escribe las ecuaciones paramétricas de la recaaterior
X=a
Modo 1: Directamente> Ecuaciones parametricasy = o Oa R
z=2-a

Punto: Dadoun valor porejemploax,x=0,y=0,z=2 x=-a
Modo 2: - y=-a Ua R
Vector: v(-1-11) =240

L X +1 , , .
Ejercicio 12 : Dada la rectaz =Yl Z, expreésala como interseccion de dos planos.

—x:2y+1: X+2y=-1
X=2z Xx-22=0
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Ejercicio 13 : Halla todas las ecuaciones de los siguientes ipbes:
a) Determinado por el punto A(1,-3,2) y por los vdores ﬂu(2,1,0),\7(— 10,3)
Ecuacion vectorial(x,y,z) = (1,-3,2) + s.(2,1,0) +t.(-1,0,3) Os,tOR
X=1+ X5-t
Ecuaciones paramétricasy = -3+sS OstdR
z=2+3t
Ecuacion implicita o genetadx + By + Cz+ D =0
x-1 y+3 z-2
2 1 0 |=0 = 3(x-1)-6(y+3)+(z-2)=3x—-6y+z-23=0
-1 0 3

b) Pasa por el punto P(2,-3,1) y cuyo vector normais (5,-3,-4)

5x-3y-4z+D =0
= 5x—-3y-4z-15=0
5.2-3.(-3)-4.1+D=0= D =-15

: X _y+1l z
c) Perpendicular a la rectaE =—1 =§ y que pasa por el punto (1,0,1)
Punto: P, = (10
T . . =>2X-y+3Z+D=0=2+3+D=0=>D=-5=22x-y+3-5=0
n,=v, =(2-13

Ejercicio 14 : Halla las ecuaciones paramétricas e implicitasedos planos OXY, OYZy OXZ

PuntoPR (0,00)
OXY { Puntos P, (000),P, (100), P, (010) Vectore{ipz: = (100)
RP; = (010)
X=§
Ecuaciones paramétricasy =t Os,tOR
z=0
Xy z
Ecuacion implicita o generadx + By+ Cz+D=0= |1 O =0 = z=0
01
x=0
Analogamente: OYZ3y =S Os,t0R, x=0
z=t
X=5
OXzZ:<y=0 Os,tUR, y=0
z=t
Ejercicio 15 : Escribe las ecuaciones paramétricas de los plaso
a)z=3 b) x=-1 cy=2
X=s x=-1 X=5s
a)qy=t Os,t0R, by =s Os,t0R, CHy=2 Ost0R,

z=3 z=t z=t
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Ejercicio 16:
a) ¢, Cual es el vector normal del plano x =-1%1,0,0)
b) Escribe las ecuaciones de una recta perpendiculal plano que pase por A(2,3,0)

~|Punto: A (230)
o {Vector: 7, = n—71 = (1,00)
Ecuacion vectorial: (x,y,z) = (2,3,0)x(1,0,0) OAOR
X=2+A
Ecuaciones parametricasy =3 OANDOR
z=0
Xx-2 _y-3
0

Ecuacion continua:T

y-3=0
Z=

OlN

Ecuacion impll’cita:{

POSICIONES RELATIVAS DE RECTAS Y PLANOS

POSICIONES RELATIVAS DE DOS RECTAS

Coincidentes Paralelas Secantes Se cruzan

Método: Escribimos las ecuaciones paramétricagada ona de ellas (con distinto parametro), las
igualamos y resolvemos el sistema:

» Sistema compatible determinage Existe una Unica soluciés Se cortan en un punto
Secantes.
» Sistema compatible indeterminago Existen infinitas soluciones> Se cortan en infinitos
puntos= Coincidentes.
» Sistema incompatible> No existe soluciér> No se cortan> Paralelas o se cruzan.
o Hallar el vector director de cada una
0 Sison paralelos (proporcionales) las rectas scalglas
o Sino son paralelos, las rectas se cruzan.

POSICIONES RELATIVAS DE DOS PLANOS

Coincidentes Paralelos Secantes
Método: Escribimos las ecuaciones generales dewanlde ellos y resolvemos el sistema:

» Sistema compatible determinag®No puede ser
» Sistema compatible indeterminag® Existen infinitas soluciones> Se cortan en infinitos
puntos= Se cortan en un plano o en una recta
o Sihay un grado de libertag Un vector= Se cortan en una recta Secantes
o Sihay dos grados de libertasl Dos vectores> Se cortan en un plare Coincidentes
» Sistema incompatible> No existe solucioa> No se cortan> Paralelos.
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POSICION RELATIVA ENTRE RECTA Y PLANO

Recta Contenida en el plano Secantes Paralelos

Escribimos las ecuaciones paramétricas de la ydatgeneral del plano y resolvemos el sistema:
» Sistema compatible determinage Existe una Unica soluciés Se cortan en un punto
Secantes.
» Sistema compatible indeterminag® Existen infinitas soluciones> Se cortan en infinitos
puntos= Recta contenida en el plano.
» Sistema incompatible> No existe soluciér> No se cortan> Paralelos.

POSICION RELATIVA DE TRES PLANOS

Coincidentes Dos coincidente y Dos coincidemnt Paralelos Paralelos
el otro secante el otro paralelo

Dos paralelos Secantes en una recta Seantespunto Secantes2a?2

Y el otro secante en una recta

Escribimos las ecuaciones de los tres planos emfgeneral y resolvemos el sistema:
» Sistema compatible determinadgp Existe una Unica soluciés Se cortan en un punto
» Sistema compatible indeterminado:

o0 Un grado de libertad: Se cortan en una recta
»= Dos planos coincidentes y el otro secante
= Los tres se cortan en una recta
o Dos grados de libertad: Se cortan en un ptanGoincidentes
» Sistema incompatible> No existe solucion
o Dos coincidentes y el otro paralelo
o Tres paralelos
o Dos paralelos y el otro los corta
0 Se cortan dos a dos en una recta
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Ejemplo 17: Estudiar la posicion relativa de las siguientegectas:

X = =50 X=2-3d
a)r:iy=2+a S: 3y =3-5a Vectores directores no paralelos, se Cruzan orsanco
z=5-q z=qa
-50 =2-33 -5 3| 2 1 5|1 1 5|1
Resolvemos el sistem®+a=3-53-| 1 5| 1 |=|-1 -1|-5|=..=|0 4|-4
5-a =0 -1 -1|-5 -5 3] 2 0 0|35
Rango A = 2, RangoA’'= 3> Sistema incompatible> No existe soluciors> Se cruzan.
x=3-5a
b) r:sy=2+a S: Xl—_ol = 4;2)/ =§ Vectores directores paralelos (paralelas o
z=5-q
coincidentes), tomamos un punto de r, (3,2,5) yprofmamos si cumple 531;01 = % =§ No lo
cumple, por tanto , paralelas.
x=2-3t
c)r:qy =3+5t s: (x,y,2) = (1,0,5) A(-1,2,0) Vectores no paralelos, se Cruzan o se cortan
z=t
2-3t=1-A
Resolvemos el sistem@+5t =2\ -
t=5 t=5-A=14 - 2-15=1-14 -, Cierto

Sistema compatible determinag®Existe una Unica solucion, se cortan en un punto

Hallar el punto de corte, como t =5 P(-13,28,5)

X=2+A
dr:qy=3-A CH X _13 =Y I 2 =2 _22 Vectores directores paralelos (paralelas o
z=2\

3=2+A A=1
coincidentes) Cogemos un punto de s(3,2,2) y cobgmos si cumple {2=3-A - <A =1 Si, por
2=2\ A=1
tanto coincidentes.

Ejemplo 18: Estudiar la posicion relativa de los siguienteplanos.
) Xx=3y+4z-11=0 b) Xx=3y+4z-11=0 c Xx=3y+4z-11=0
4x—-12y +16z2+40=0 2x-5y+z+3=0 2X—-6y+82-22=0
Dos modos: O resolviendo el sistema 0 comparansl@ectores normales
1_ -3 _4_ -1 e
a) - =——=—=—= La ultima igualdad no se cumple, paralelos
4 -12 1€ 40
1 -3_4_-11
b) > = = = 1 = ?: Vectores normales no paralelos, se cortan enagta.r
Si nos piden la recta, resolvemos el sistema ynelntes la recta en paramétricas.
C) 1_-3_4_-11 = Se cumplen todas, coincidentes.
2 -6 8 -22
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Ejemplo 19 Estudiar la posicion relativa entre la recta y eplano:

X=-2t+3
a) Tt X — 3y+5z+11=0 rqy=1-t
Z=4+6t

a) Sustituimos las ecuaciones de la recta en laceoudel plano:
2t+3-3(1-t)+5.(4+6t)+11=06-2t+3-3+3t+20+30t+11=0B31t+31=0=>t=-1
Sistema compatible determinado. Existe una solu@eércortan en un punto.

Si nos piden el punto de corte, sustituimos eredasciones de la recta: P(5,2,-2)

b)x__2=M=z -y+2z-1=0
3 4
b) Pasamos la recta a paramétricas y sustituim@seguacion del plano
-(2t-1) + 2t -1 = 0= 0 = 0= Sistema compatible indeterminado, existen infmgaluciones>
Recta contenida en el plano.

X=4t+1
C)qy=-t+2 X+2y—-2=0
z=2t
C) (4t +1) + 2(-t + 2) — 2t = 8 5 = 0= Sistema incompatible, no tiene soluciénParalelos

Ejemplo 20: Estudiar la posicion relativa de estos tres plavs:
X+2y-z-3=0
a){3y+2z-1=0
X+y+z-2=0
a) Resolvemos el sistema por Gauss y nos sale titepdeterminado, existe una unica solucion
= Se cortan en un punto P(7/4,1/2,-1/4)
2Xx-y+z-3=0
b) {x-y+z-2=0
3X-y+z-4=0
b) Resolvemos el sistema por Gauss y nos salestams compatible indeterminado con un grado

de libertad, es decir, se cortan en una recta. Gosplanos no son paralelos entre se cortandss tr
en una recta.

X=-y+z-1=0
C)<¢3x+y—-2z=0
2X+2y-3z2+4=0

c) Resolvemos el sistema por Gauss y nos salensisteompatible, no tiene solucién. Como
ninguno es paralelo entre si, se cortan dos amos& recta (Tienda de camparia)

X+y+z=a-1
d{2x+y+az=a
Xx+ay+z=1
d) Como es un sistema con parametros con el misimer de ecuaciones que de incognitas,
11

hallamos el determinant 1 a=0=-a’+3-2=0=a=la=2
1 a
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1 11|0 1 1 10
, RangoA=2 ) )
CASOIl:Sia=12 1 1|1|=|0 -1 -1|1|= = Sistemdncompatible
RangoA=3
1111 0 0 0|1
El primer y el tercer plano paralelos y el otros ¢orta en una recta.

1111 1 1 1|1 RangoA=2
CASOIl:Sia=22 1 2|2|=..=|0 -1 0]|0|=<RangoA=2 = Sistema&Compatible
1 2 1|1 0O 0 0|0 N°Incog=3

indeterminado con un grado de libertad (ningunalpho) se cortan en una recta.

CASO Illl: R —{12}: |A|# 0= Sistema compatible determinagioSe cortan en un punto.
Resolviendo (por Cramer o por Gauss) obtenemaogrgbple corte en funcién de “a”.

REPASO DE RECTAS Y PLANOS Y POSICIONES RELATIVAS

Ejercicio 21 : Estudia la posicion relativa de las siguientesectas y halla el punto de corte,
cuando sea posible:

ayr x—1=y+2=z—1 S:x+2=y—3=z—2
3 2 4 -1 2 3
Vectores directores (3,2,4) y (-1,2,3) no paraledescortan o se cruzan. Resolvemos el sistema:
a+1=-F-2 (3 1 |-3 3 1] -3 3 1| -3
RangoA=2
20-2=23+3 |2 -2| 5 |=|0 8 |-21|=|0 8| -21 Sistema
RangoA=3

4da+1=33+2 |4 -3| 1 0 13| -15 0 0|-153
incompatible, no existe solucion, se Cruzan.

b)r:X—_l=y—_l=z—2 g X=4_y-4_2-5

-1 2 4 1 2
Vectores directores (-1,2,1) (4,1,2) no paraledes;ortan o se cruzan. Resolvemos el sistema:

-a+1=43+4 (-1 -4|3 -1 -4|3 -1 -4|3) RangoA=2
20+1=p3+4 2 -1|3|=|0 -9|9|=| 0 -9|9| RangoA=2; Sistema
a+2=2B3+5 1 -2|3 0O -6|6 0O O |0) NC°ncog=2
compatible determinado, existe una Unica solu@érgortan en un punto.

-a-43=3
=-1= P(033
{_93 _, B (033)
Xx=-2y-1=0
c)r:§=y—1=—2+1 s: Y
2 3 y-z+1=0
ik
Vectores directores (2,1,3), -2 0= (213) Paralelos, Paralelos o coincidentes.
0O 3 -
Tomamos un punto de ¢(B,1,-1) y vemos si pertenece a%3:;1+_1 _=0 No pertenece a s por

tanto no pueden ser coincidentes. Son paralelas.
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X =3+4t
S:iy =3+6t
z=4+8t
Vectores directores (2,3,4), (4,6,8) paralelos,tpnto paralelas o coincidentes.
1=3+4t t=-1/2
Tomamos un punto de r;(R,0,0) y comprobamos si pertenece ak=3+6t =><t=-1/2 Si
0=4+8t t=-1/2
pertenece a s por tanto son coincidentes.

Ejercicio 22 : Obtén el valor de a para que las rectas r y s s®rten y halla el punto de corte.

2x=-1 y+3 _ z-2
rx=y=z-a S: = =

3 -2 0
_3Pp+l
2 _
L . 20-33=1
Pasamos a paramétricas y resolvemos el sistemna:-23 -3= +2p=-3 =>-1pB=7=
a+a=2 B

B=-lLa=-1la=3= P(-1.-1.2)

Ejercicio 23 : Halla los valores de m y n para que las rectasy s sean paralelas:
X=5+4t

X -1 z+3
r. 3y =3+t s:—=y—=—
m 3 n
z=-t
) ) 4 1 -1 m=12
Los vectores directores proporcionales===—=
m 3 n n=-3

Ejercicio 24 : Calcula my n para que los planosa: mx +y—-3z-1=0 B:2x+ny—-z-3=0
sean paralelos. ¢ Pueden ser coincidentes?

1 _-3[n=1/3
Los vectores normales propormonales =—=—
2 -1lm=6
6 1 - 3 -1 .
Para que sean coincidentes= —— =— # — NoO son coincidentes.
2 1/3 —1 -3

Ejercicio 25 : Escribe la ecuacion del plano que pasa por losuptos (0,0,0), (2,2,0) y (1,1,2)
Punto:A(OOO) x-0 y-0 z-

—(220) 2 2 0 =0 4x-4y=0=>x-y=0
AC—(].,].,Z) 1 1 2

Plano:
Vectores
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Ejercicio 26 : Determina la ecuacién del plano que contiene glunto P(2,1,2) y a la recta
X_2_y—3_z—4

-1 -3
P(2,1,2), R2,3,4), W(1,-1,-3)
Punto: P(21,2) x-2 y-1 z-2
Plano: PP = (022) 0 2 2[=0 -4(x-2)+2(y-1)-2(z-2)=0
Vectores{_.
vo=@-1-3 |1 b -3

AX+2y-22+10=0>-2x+y—-2z+5=0

- X—-22=5
Ejercicio 27 : Comprueba que las rectas r:—X 1 z=y=z-2 CH son
2 x=-2y=11
paralelas y halla la ecuacién del plano que las ctene.
ik
Vectores directores proporcionaleg2yl,1),v=1 0 -2 =(-4,-2,-2)
1 -2 O
P(1,0,2), v(2,1,1), R(Por ejemploz=0,x =5,y =-3 (5,-3,0))
Punto: P. (10,2) x-1 'y z-
Plano: v, (211 2 1 1|=0 (x-1)+8y-10(z-2)=0
Vectores
PP, =(4-3-2 4 -3 -2

X+8y—10z+19=0

Ejercicio 28 : ¢ Son coplanarios los puntos A(1,0,0), B(0,1,@(2,1,0), D(-1,2,1)?

Con tres puntos A, B y C hallamos el plano quectogiene y comprobamos silDAI plano

Punto: A (1,0,0) x=-1vy z
Plano: AB = (-110) -1 1 0=0 -2z=0=2z=0=Dnocumplequez=0,
Vectores
AC = (110) 1 1

por tanto no son coplanarios.

Ejercicio 29 : Halla la ecuacion del plano que pasa por los ptwos A(1,3,2) y B(-2,5,0) y es

x=3-t
paralelo ala rectaqy =2+t
z=-2-3t
Punto: A (1,32) x-1 y-3 z-
Plano: AB =(-32-2) -3 2 -2|=0 = -4(x-1) -7(y-3) - (z-2) =0
Vectores
v, (-11,-3) -1 1 -3

AX—-T7y—2+27=0
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X=2+3\
Ejercicio 30 : Halla la ecuacion del plano que contiene alactar: {y ==1-A y es paralelo
zZ=A
a.s: x=3_y+l_z
5 2 -3
Punto: P, (2,-10) X—-2 y+1 z
Plano: v, (3-1)) 3 -1 1|=0 (x-2)+14(y+1)+11z=0
Vectores
v, (52-3) 5 2 -
X+14y + 1172 +12=0
. - - +
Ejercicio 31 : Dado el planort 2x — 3y + z =0y la recta rX 1 1 =Y 12 =2 > l, halla la

ecuacion del plano que contiene a la recta r y eggpendicular al plano 1t

Punto: P. (1,2,-1) x-1 y-2 z+
Plano: v, (-12) 1 -1 2|=0 5x—=1)+3.(y-2)—-(z+1)=0
Vectores
n.(2-31) 2 -3 1

5x+3y-z-12=0

-y+z=0 yelplanoax—-y+4z-2=0
2x-z+3=0

a) Calcula el valor de a para que r sea paralela alano.

b) ¢ Existe algun valor de a para que r sea perperdlilar al plano?

Ejercicio 32 : Sea la recta r:{

a) Vector director de la recta y vector normalmglaho perpendiculares,(f; = 0)

ik
vi=[3 -1 1
2 0 -

=(1,5,2) vn:=(1,5,2).(a-1,4)=a-5+8=—0Ba=-3

b) Vector de la recta y vector normal del pIancralﬂos:1 = 31 = % . No existe.
a

X=-22+3=0
Ejercicio 33 : Dados la recta r:{ 420 y el planomt x + 2y + 3z -1 =0, halla la
y-z-4=
ecuacion de una recta s contenida en el plamoque pase por el punto P(2,1,-1) y sea
perpendicular ar.

Punto: P(21,-1)
Pk L
i ] k
Recta s: 1 0 -2=(21)
Vector:v, =v . xn =<V, = vxn, =2 1 1=@1-59
01 -1
1 2 3
n, = (123

X-2_y-1_ z+1
1 -5 3
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Ejercicio 34 : Halla la ecuacion de una recta que cumpla las ndiciones siguientes:
X+2z2=5
y+3z=5
2) Pasa por el punto de interseccion de la rectecen el planott
. Xx=1_y+3_1z+2
4 2 3

1) Es paralela a la recta de ecuaciones: r{

TTX-y+z=7

vriz=o,Xx=5-21,y=5-3a = v(-2,-3,1)

X=4t+1
Pisiqy=2t-3=4t+1-(2t-3)+(@Bt-2)=7=5t=5=t=1=P (5-1)
z=3t-2

x-5_y+1 z-1
-2 -3 1

Ejercicio 35 : Escribe la ecuacién del plano que pasa por losiptos A(1,-3,2) y B(0,1,1) y es

3Xx-2y+1=0
paralelo a la recta r:
2y+32-3=0
Punto: A (1,—-32)
AB =(-14,-1) x-1 y+3 z-
Plano: i ] K -1 4 -1|=0
Vectores
v, =3 -2 0=(-6-96)|[(-2-32) |-2 -3 2
0 2 3

5x—=1)+4(y+3)+11(z-2) = 5x +4y + 11z-15=0

Ejercicio 36 : Dados los planos mx + 2y —3z—-1=0 y 2M4y+ 6z + 5 =0, halla m para que

sean: a) Paralelos b) Perpendiculares
a) Proporcionales:m -2 ._"3 >m=-1
2 -4 6

b) Vectores normales perpendiculares: (m,2,-3%4@)=0=2m-8-18 =@ m =13

Ejercicio 37 : Halla la ecuacion de la recta que pasa por el pto P(1,2,3) y es perpendicular al
plano que pasa por el origen y por los puntos B(1,1) y C(1,2,1).

Punto: P(1,2,3)

Rect Punto: O (0,0,0) Xy z
ecta:
Vector:v, =n_:TE OB@L) =>m:jl 1 1=0=-x+z=0:v,(-10)
Vectores
oCc@2) 1 2

x-1_ y-2 z-3
-1 0 1
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o : - : X+y-1=0
Ejercicio 38 : Escribe la ecuacion del plano que contiene atacta r: ) 4720 y es
X=y+z=
1-x_y _z+2
paraleloas:——=+-=——
- 3 -4
Punto: P,
Plano: v,
Vectores
v (-23-4)
. P. 10,-2)
Pasamos r a parametricas: g =1-a,z=-2+2+a=30-2
v, (-113)
x=-1vy z+
Plano:] -1 1 3 (=0 -13(x-1)-10y—-(z+2)=©-13x-10y—-z+11=0
-2 3 -4

16

Ejercicio 39 : Indica qué condiciones deben cumplir a, b, c y,dara que el planort ax + by +

cz+d=0sea:

a) Paralelo al plano OXY b) Perpendicular al plandOXY
c) Paralelo al eje Z d) Perpendicular al eje X

e) No sea paralelo a ninguno de los ejes.

a b c
a —=—=—=a=0,b=0
) M| Moy 0-0°1
b) Nnknoxy =0 (a,b,c).(0,0,1))=8¢c=0
C) ny.vz=0 (a,b,c).(0,0,1))=c=0
a b c¢
d —=—=—=Db=0,c=0
) Nee || W 1 070

e) No es paralelo a ninguno de los ejes0ab+ 0, c#0

Autoevaluacion pag 181 del libro.
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ANGULOS
R
ANGULO ENTRE DOS RECTAS Cos (1) =cos V1, V2) = -
Vi[{Vo
e
ANGULO ENTRE DOS PLANOS Cos 13, M) =cos( 1, N2) = -
Nni{iN»
o en,
ANGULO ENTRE RECTA Y PLANO Sen (r1) =cos W, Nn) = -
V[N,
Ejemplo 40: Hallar el angulo que forman las siguientes rect&
. X=-3_y+1l_z o 2Xx+3y—-5z2=4
5 3 -1 Ix-2y+5=0
v, (63-1)
(r,s) (VVs) 0k cos(v,Vs)
cos (r,S) = oS (YVy = = Vo) =
YW= =2 3 -5=(-10-5-7)||2057) s
1 -2 0
v,.v| 50+15~-7 58

= = = 074= a = 41° 59’ 35,79"
v, [.IV.] +/25+9+14100+25+49 /354174

Eiemplo 41: Hallar el angulo que forman los siguientes plars
T:X+8y—-4z=0 T 2X—-y+3=0

COS (1,Tb) = COS (Fu, Nrp) = Nl 2-4 =5 -o03>
’ " Ing LIng | J1+64+1644+1+0 8LY5
o =72°39 14,16”
Ejemplo 42: Hallar el angulo que forman la recta y el plano:
r- (x,y,z) = (3,-1,1) + t.(2,5,-1) TL2X—-5y+72-11=0
v, n| [4-25-17 28
sen () = sen (y, Ny = = =057=>

IV, |.In,| +4+25+1/4+25+49 /30/78
q = 350 22’ 554"

Ejercicio 43 : Halla el valor de m para que r y s formen un anglo de 90°:

X =2-5t X=2+t
r-y=t s:qy =2t
z=-2-1 z=mt

ViVs= 0= (-5,1,-1).(1,2,m) = -5+2-m=0E m=-3
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Ejercicio 44 : Halla, en cada caso, el angulo que forman la riecy el plano:
X+l y+3 z

a)r:—2=T=§ mTX-2y—-z+1=0
v,.n -2-8-2
sen () = sen (v, Ny = v, o = | | - 12 =1=a =90°
IV, [.In.| J4+16+41+4+1 2446
byrrx=ty=1+2t;z=-2 TT2X-y+z=0
v.n 2-2+
sen (1Y) = sen (v, Ny = Ve = | 9 =0=a=0°
v, [.In | J1+4+044+1+1
c)r: XT_1=y—13=§ mTX+z=17
V. n 2+
Sen(m)=sen(v,m)=| d 2+4 3 = 087= a = 60°

IV, |.In,| J4+1+1J1+0+1 " Jo2

Ejercicio 45 : Calcula el angulo que forman los dos planos signtes:
a:z=3 TTX-y+22+4=0

cos @,m) = cos (§, Ny = |na.nn| = |O+O+2| =2
’ ’ In, |.In.| JOo+0+1J1+1+4 /6

= 082= a =35°15'51,8"

Ejercicio 46 : Hallar los tres &ngulos de un tridngulo cuyos wéices son: A(0,0,0), B(1,2,1), C(3,1,1)
AB =(1,2,1), AC =(3,1,1), BC = (2,-1,0)

+2+
Cos (AB,AC) = 3+2+1 = 0/4= a =42°23 31,36”

V1+4+1.9+1+1 \/_\/_1

Cos (AB,BC) = —2_2*+0 = 0= a = 90°

V1+4+1/4+1+0 \/_\/_
a = 180° - 90° - 42° 23’ 31,36" = 47° 36 28,64”

Ejercicio 47 : Hallar el &ngulo que forma el planort x — 2y + z = 0 con cada uno de los ejes
coordenados.

Vox Ny 1 : "
sen (OXT) = sen ((1,0,0), H =|V|OX°X|'| n'ﬂ I = i \/1|J-I+T+1 =% = 041= a = 24°5' 41,43
sen (OYT) = sen ((0,1,0), ) = Voot 113 2 082= a = 54° 44’ 8,2"
[Voy l-Ine| V1V1+4+1 6
Vorna ! 1

sen (Ozm =sen ((0,0,1),H = = = 041= a0 =24°541,43"

IVor [.In. | VIV1+4+1 46
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DISTANCIA ENTRE PUNTOS, RECTAS Y PLANOS

DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS: A(Xl,yl,zl) , B(Xz,yz,zz)
d(AB) = |AB| = (X, =X, )* +(y, -y, ) +(z, - 2,)*

DISTANCIA ENTRE UN PUNTO Y UNA RECTA
PP xv,
dP,r) =—7——

-

\4

DISTANCIA ENTRE UN PUNTO Y UN PLANO: P(X,Y0,20), N: AX+By+Cz+D=0

|Ax, + By, +Cz, +D|
VA® +B? +C?

DISTANCIA ENTRE DOS RECTAS

|[Vr ’Vs 7Pr Ps]|
d(r,s) :—|v vy |

d(P,n) =

DISTANCIA ENTRE UNA RECTA'Y UN PLANO
d(r, M) =d(R, )

DISTANCIA ENTRE DOS PLANOS

d(My, M) = d(R, M)

S_{Trl:Ax+By+Cz+D:O ID - D
|

=d(m,m,) =
T, :AX+By+Cz+D'=0 (M. ™) JAZ +B2 +C2

Ejemplo 48: Hallar la distancia entre los puntos P(1,2,0) 9(2,-3,1)

d(P,Q) =/(2-1)? +(-3-2)? + (L-0)? =1+ 25+1 =27 = 34/3u = 52u

x=1-2t
Ejemplo 49: Halla la distancia del punto P(5,-1,6) y lareetr: <y = -t
Z=5+t
Pr(1,0,5)vr(-2,-11) i_ J k
r:Pr(1,0,5)vr(-2,-
=>PRxv=|-4 1 -1=(066)
PPr=(-4,1,-1)
-2 -1 1
PR XV, J0+36+36
d(P,r) =————="—"—"" =12 = 2./3u = 346U
v, V4+1+1

Ejemplo 50: Halla la distancia del punto P(1,2,3) al planat 2x + 3y — z =-7
|21+32-3+7 _ 12

Ja+9+1 14

d(P,M) = = 321U

19



Temas 6 y 7 — Rectas y planos en el espacio- Métasdl — 2° Bachillerato 20

Xx=5+t X=4+3t
Ejemplo 51: Halla la distancia entre las rectas riy = -1 S:;qy =3-t
z=8+2t z=5+4t
1 0 2
r:P.(5-18),v, 1,02
PP(-14-3)=[v,,v,,PR]=[3 -1 4|=[(3+0+24)-(2+16+0)]=9
s:P, (435),v,(3-14)
_1 4 —_
i ]k
VixVe=[1 0 2—(22—1):>d(rs)—|[V“VS’PfPS]|— Bl _g,
r s — - ] ) - - -
3 -1 4 A Ja+4+1
Ejemplo 52 Halla la distancia entre la rectarr: X ; 3 = y;l =2 +12 y el planott x — 3y —z + 6=0
3-31-(-2)+6 _ 8
d(r,MM) =d(R,N) = = = 241u
r J1+9+1 J11
Ejemplo 53: Halla la distancia entre dos planosty: X — 5y + 22 - 19 = 0fe: 2x— 10y + 42 =0
D-Df__ 7380 _ 38 ..,

Th: 2X — 10y + 4z — 38 = 8 d(1,TL,) =

JAZ+B2+C2 J4+100+16 /120

Ejercicio 54 : Halla la distancia que hay entre los puntos A(8,-2), B(-1,1,-2)
d(AB) = /(-1-2)% + (1-5)2 +(-2+2)? =/9+16+0 =+/25=5u

X-y=-3

Xx+z=1

a) Halla las coordenadas del punto S donde se contay 1t

Pasamos la recta a paramétricas y resolvemodeahsisx =a, y=a +3,z=1Q
a+@+3)-2(1l-0)=1=40=0=0=0= S(0,3,1)

b) Calcula la distancia del punto P(4,0,1) al punt& del apartado anterior.

d(P,S) =/ (0-4)2 + (3-0)2 + (1-1)* =+/16+9+0 =+/25=5u

Ejercicio 55 : Considera la rectar: { yelplanomtx+y—-2z=1

Ejercicio 56 : Calcula la distancia entre el punto P(2,-3,1) gl planott 3x — 4z =3

d(P,M) —wziz 02u
’ Jo9+0+16 5

Ejercicio 57 : Calcula la distancia entre el punto Q(2,-1,0) gl plano que contiene a P(2,0,4)y ar:
x=3-2t

y=2+3t
z=4
Punto: P(204) X-2'y z-
Plano: PP = (324)- (204) = (120 1 2 0 |=0=>7(z-4)=0>24=0
Vectores [P = 324~ (204) = (120) = =7@z-4)=0=2
Vr(_2|310) _2 3 0
O_
| 4{ =4u

W= foro
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Ejercicio 58: Halla la distancia entre los siguientes pares ddanos:

a)m:x—2y+3=0 Th:2X—4y+1=0
D-D] 6-1 _ 5
. 2X—4y + 6 = 0= d(m, 1) = | = = =112u
' Tt JAZ+B2+C2 J4+16 /20
b)3x-2y+z-2=0 Th:2X—-y+z=-5
No son paralelos, se cortas d(1t,1,) =0
X=2+4A
Ejercicio 59 : Halla la distancia entre larectar:qy = 3\ y el planott 3x -4y -3=0
z==1+7A
d(r, M) = d(R, M) = d((2,0,-1),3x-4y-3=0) [32-40-3 3 _ 06U
’ I [ g ] ] 9+16+0 5 ]

Ejercicio 60 : Calcula la distancia que hay entre el punto P(2,6) ylarectar:x=4+4;,y=2+
a,z=-1-32n

—

i ]k
r:Pr(4,2,-1)vr(4,1,-
( il I =>PRxv=(1 1 -7 =(4,-25-3
PPr=(1,1,-7)
4 1 -
F;Pr x:/r
dP = _16+625+9 :\/650=\/2—5:5u
v, V16+1+9 26
X =4\ XxX=2-12
Ejercicio 61 : Halla la distancia entre las rectas riiy = =10—3A S:qy=1+09t
Z=9+5A Z=4+t

r: Pr (01_1019)! . (4:_315)

s:P. (214),v,(-12,91) }Prps 211-5)=[v,,v.,PP] =

2 11 -

4 -3 5

-12 9 1|=[(-180-6-660 - 90+ 44-180)] = -800
i K

V,xVe=| 4 -3 5=(-48-640)= d(,s) =
-12 9 1

lv..v.,RR]_ |-800] _800_

= ==——=10u
v, xvy|  /2304+4096 80
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EJERCICIOS IMPORTANTES

Corta 0 se apoya

Ejercicio 62 : Halla las ecuaciones de la recta r que pasa pel punto P(2,0,-1) y corta a las

o X=2_y=-2 z+1 |x+y+4=0
rectas s: = = ;
-1 1 y-3z+3=0
Ps1(20+2,-0+2,0-1), Ps(z=h,y=-3+3B,x=-1-F)=(-1-3B,-3+3B,B)
20 -a+2 a
PR, paralelo a PB—= = =
s1P 2 _3_3[3 3+ 3[3 B +1
90 -6B3-30pB =6
—60(+60([3:3<J(—6+30([3—6[3:> 4=0
203 +2a =-3a — 303 50(+50(B:0:>50((1+B):0<B_
. O 2 0 .
Sia=0=-6B=6=P=-1=> —=—=— = clerto
% B 0O -6 O
' Punto: P(20,-1) X—-2 _ y_ x+1
. - — === —
Vector: PR, = (0,20) 0 2 0

Ejercicio 63 : Halla la ecuacion de la recta que pasa por A(11), es paralela al planat x -y
x=1
+z-3=0ycorta alarecta r:{
y=3
_ AP, (02,0 -1)
AP, es perpendicular g.(Producto escalar cero);(R,30) = N (-11)
AP.n:=(0,2p-1).(1,-1,1) =0=-2+0-1=0=>0a0=3=
Punto: A -
. @ X 1:y—1:z—1
Vector: AP, (022)|] (O;Ll) 0

Ejercicio 64 : Halla la ecuacién de la recta s que pasa por plinto P(2,-1,1) y corta

-3 _y+ 1 z
perpendicularmente a la rectar — ===
1 2 3
PR perpendicular a,{Producto escalar nula) PR =(0+320-130) = (2-11) = (a + 12a.3a -
v, = (123
PRVv=02a+1+4+%0-3=0=>140-2=0=>a=1/7
Recta: Punto: P(2,-11) x—2_y+1_z—1
Vector: PP = 8/7,2/7,— 417)|| (41— 2) 4 1 -2
Ejercicio 65 : Halla la recta perpendicular comun a las rectas:
r.ﬁ_Y‘1_2+3 S.x—l_y+1_5
0 1 2 1 -1 3
Recta r: 0,0+1,20-3) w(0,1,2)

Recta s: §p+1,-B-1,33) Vs(1,-1,3)
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> —

i ] K
V=v,xv=|{0 1 2=(52-)
-1 -1 3
Pr.PsparaIeIoaV'BJ’l:_B_O‘_2=3B_2°‘+33 2|3+2=—5—5cx—1o: 7B+50(:_12:>I3=—4/3
5 2 -1 B+a+2=6-40+6 53-5a =-4
Punto: P,(-1/31/3-4) x+1/3 _y-1/3 _z+4
Recta: = = =
Vector:v = (52,-1) 5 2 -1

Ejercicio 66 : Encuentra la recta que pasa por el punto P(1,d,} y corta a las rectas,ly I, de

X=3+t
_ X+2y-z=1
ecuaciones: i L:qy =t
2x-y+z-4=0
z=1+t
X=a
e (713 2 -1 -1 3 2|-1 -z+3x+2y=-1
Pasamos, la parameétricas: = = ={y=-5-50q
1 2 -1|4 0 513 5x+y=-5
z=-70-9
PR, paralelo a PP= O(_1= ~5- = _70(_8:>0(—1:—70(—8:>0( =-7/8
2+t t 2+t
recta) UMt PO~ L x-l_y_z+l
Vector: PR, (-15/8,-5/8,-15 /8)||(3,],3) 3 1 3
x=1 X=7+3t
Ejercicio 67 : Comprueba que las rectas: riqy =5+t s:qJy=-5+t se cruzan. Halla la
z=t z=7

ecuacion de la recta perpendicular a ambas.

Comprobar que se cruzan:(0,1,1), ¥3,1,0) no son paralelos, se cortan o se cruzasolRamos el

1=7+3 s=-2
sistema {5+t =-5+s= <t =-12 Sistema incompatible, no tiene solucién. Se cruzan
t=7 t=7

Recta perpendicular comunfPperpendicular a,ws
PrPs = (6+3S, '10+S't, 7't)

i j ok
Vector perpendiculargyaw=v=vxVv=|0 1 1 =(-13-3
310
6+3 —10+s—t - -18-B=-7+t t+B=-11 ([s=-1
PPs paralelo a = = = =
-1 3 -3F+3t=21-3t |(6t-F=-9 [t=-2

Punto: P, 13-2) x-1_y-3 z+2
Recta: = = =
Vector: (-13-3) -1 3 -3
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Proyeccién ortogonal

X==1-A
Ejercicio 68 : Calcula la proyeccién ortogonal de la recta riy = —=A sobre el planort 2x- 3y +
z=2\

z+1=0

[AIP=rnT1 2(-1A) = 3(A)+2A+1=0= 3\ =1= A = 1/3= P(-4/3, -1/3, 2/3)
[2] Q un punto cualquiera de r (distinto de P):XJ;0)

Punto: Q(—10,0) X
[31r | ’ =roy=-3t
Vector:v,. =n_= (2-3]) 7=t

[4]Q =r n T 2(-1+2t) - 3(-3t) + t + 1 = 8 14t = 1= t = 1/14— Q'(-12/14,-3/14,1/14)
Punto: P(-4/3-1/32/3)

5] s es la recta que pasa por P 5:
g que pasa por P ¥R {Vector:PQ=(20/14,5/42,—25/42)||(4,],—5)

x=—ﬂ+40(
3
1
S: y=—§+0( o OR
222—50(
3

Simétricos

Ejercicio 69 : Halla el punto simétrico de P(1,0,1) respecto tplanomt x—y+z=1

X =1+t
Punto: P01

[1] Calcular la recta r3 =r:iy=-t
Vector:v, =n_ = (1-11) =14t

[2] Calcularel puntoC=nT1 1+t—(-t)+1+t=1> 3t=-1=t=-1/3= C(2/3,1/3,2/3)

[3] C es el punto medio de Py nglgj :(X—H,X,Z—Hj: P(}glj
333 2 2 2 333

Ejercicio 70 : Determina el punto simétrico de A(-3,1,-7) respro de la rectar:
X+1_y-3_1z+1
1 2 2

Punto: A(-31,-7)
[1] Calcular el planat = X+2y+22+D=>-3+2-14+D=06
Vector:n_=v, = (122
D=15=x+2y+2z2+15=0
[2] Calcular el punto C=n 1t (t-1) + 2(2t+3) + 2(2t-1) + 15 =6 9%t =-18=t = -2= C(-3,-1,-5)
[3] C es el punto medio de Ay A(:— 3,—1—5) = (X ; 3, y2—1' z ; 5) = A'(-3,-3,-3)

MAS EJERCICIOS
Libro, pagina 206 a partir del 31



